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Аннотация: Приведены особенности определения диаграмм деформирования в координатах «истинное напряжение – истинная де-
формация» на образцах круглого сечения из алюминиевого сплава системы Al–Cu–Mg–Zn. Выполнено сравнение расчетных и экс-
периментальных методов определения истинных напряжений и деформаций. Расчетные методы, основанные на применении условия 
постоянства объема, могут не отражать действительных закономерностей деформирования на этапе локализации деформации в мате-
риале исследуемого образца, в то время как использование систем корреляции цифровых изображений (КЦИ) позволяет проводить 
измерения как геометрических размеров деформируемого образца, так и полей деформаций на его поверхности, в том числе непосред-
ственно в шейке образца. Показано, что ошибка измерения диаметра образца по полю координат в момент разрушения составила 0,02 
мм. С целью повышения точности измерения предложено увеличение частоты съемки пропорционально возрастанию скорости дефор-
мирования, а также проведение измерения координат поверхности с двух сторон образца. Также возможно дополнять полученные с по-
мощью оптических систем КЦИ кривые деформирования результатами измерения истинного разрушающего напряжения и истинной 
разрушающей деформацией, определенными расчетным способом по разрушенному образцу. Представленные способы исследования 
пластического течения материала непосредственным измерением полей перемещений и деформаций позволяют устанавливать дей-
ствительные закономерности между истинными напряжениями и деформациями на участке неравномерного пластического деформи-
рования, чего достичь аналитическим пересчетом условной диаграммы невозможно. Полученные коэффициенты упрочения и кривые 
деформирования могут быть использованы при моделировании и проектировании конструкций и деталей машин.

Ключевые слова: истинное напряжение, истинная деформация, пластическая деформация, поле деформации, корреляция цифро-
вых изображений, деформационное упрочнение.
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Abstract: This article describes the features of determining strain curves in true stress–true strain coordinates, using samples of circular cross 

section from Al–Cu–Mg–Zn aluminum alloy. The calculation and experimental methods of determining true stresses and strains were compared. 
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Calculation methods based on the condition of volume constancy may not reflect actual regularities of deformation at the stage of strain localization 

in the considered material. Nevertheless, the use of systems of digital image correlation (DIC) allows measurements of both the geometrical sizes 

of deformed sample and strain fields on its surface to be performed, including on the sample neck. It was demonstrated that the measurement 

error of the sample diameter by the coordinate field was 0.02 mm at the instance of destruction. In order to improve the measurement precision, 

an increase in the recording frequency in proportion to increase in strain rate was proposed, as well as measuring the surface coordinates from 

both sides of the sample. It is also possible to supplement the strain curves obtained by DIC optical systems with the measurements of true fracture 

stress, and the true fracture strain determined by calculations on the destructed sample. The presented methods of analysis of plastic flow by direct 

measurement of field displacements and strains allow actual regularities between true stresses and strains at the interval of irregular plastic strain 

to be established. This cannot be achieved by analytical conversion of conventional curve. The obtained hardening coefficients and strain curves 

can be used for simulation and design of machinery structures and parts.
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Введение

Проектирование конструкций и деталей ма-

шин необходимо проводить с учетом обеспечения 

их безопасной эксплуатации. Допускаемые экс-

плуатационные напряжения определяют по кри-

териям предельного напряженного состояния [1; 

2], которые, в свою очередь, сравнивают с резуль-

татами, полученными при одноосном деформиро-

вании [3—6]. Стандартное испытание на растяже-

ние или сжатие позволяет определить диаграммы 

деформирования в координатах «напряжение—

деформация» (кр. 1 на рис. 1) [7]. Диаграммы «на-

пряжение—деформация» также называют условны-

ми, так как площадь поперечного сечения образца и 

базу измерения деформации принимают постоян-

ными на протяжении всего испытания. Для уста-

новления действительных закономерностей между 

напряжением и деформацией [8], а также при моде-

лировании задач пластичности методом конечных 

элементов [9; 10] необходимо оперировать истин-

ными напряжениями и истинными деформациями 

(кр. 2 на рис. 1), которые рассчитывают соотнесе-

нием нагрузки и абсолютного удлинения образца 

к действительной площади поперечного сечения и 

длине рабочей части соответственно.

Развитие вычислительной техники позволило 

проводить исследования закономерностей пла-

стического течения материала не только аналити-

ческими методами [8, 11], но и непосредственным 

измерением перемещений, деформаций или геоме-

трии объекта в области локальной потери устойчи-

вости. В данной работе рассмотрено применение 

систем оптической бесконтактной тензометрии для 

определения диаграмм деформирования в истин-

ных координатах. Выполнено сравнение способов 

расчета истинных напряжений аналитическими и 

экспериментальными методами непосредственной 

регистрации деформации и площади поперечного 

сечения в области локализации пластического те-

чения для изотропных материалов.

Расчетный способ определения 
диаграмм деформирования 
в истинных координатах

На условной диаграмме деформирования пла-

стичного материала можно выделить три харак-

терных участка. Для участка упругопластического 

деформирования (область А на рис. 1) характерно 

несущественное различие условной и истинной 

диаграмм в силу небольших деформаций. Участок 

упрочнения (область Б на рис. 1) характеризуется 

монотонным возрастанием напряжения как в ис-

тинных, так и в условных координатах и ограни-

чивается пределом прочности (σв). На участке ло-

кализации пластической деформации (область В 

Рис. 1. Условная (1) и истинная (2) диаграммы 

деформирования

Fig. 1. Conditional (1) and true (2) strain curves
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на рис. 1) наблюдается образование шейки на об-

разце — переход от равномерной деформации, дей-

ствующей по всей длине рабочей части, к сосре-

доточенной, вследствие чего происходит падение 

нагрузки при росте деформации. Область образо-

вания шейки также характеризуется переходом от 

одноосного (простого) напряженного состояния к 

сложному напряженно-деформированному, кото-

рое оказывает существенное влияние на процесс 

деформирования [12; 13]. 

Расчетным способом площадь поперечного се-

чения образца в процессе испытания для участков 

упругопластического деформирования и упрочне-

ния определяют из условия постоянства объема [11]:

F0dz = F(1 + ε)dz, (1)

где F0 — площадь поперечного сечения образца 

в начальный момент испытания; F — площадь 

поперечного сечения образца в процессе дефор-

мирования; ε — относительная деформация; 

dz — абсолютное изменение длины в процессе де-

формирования.

Площадь поперченного сечения выражают из 

соотношения (1):

F = F0/(1 + ε). (2)

Истинные напряжения при равномерной де-

формации равны отношению нагрузки при дефор-

мировании к площади поперечного сечения, полу-

ченной из соотношения (2):

s = P/F = σ(1 + ε), (3)

где s — истинные напряжения; Р — нагрузка в про-

цессе деформирования; σ — условные напряже-

ния.

Истинные деформации определяют как отно-

шение абсолютного удлинения к общей длине рас-

четной зоны [11]:

ϕ = ∫ l
l0

 dl/l = ln(l/l0) = ln(1 + ε), (4)

где ϕ — истинные деформации; l — общая длина 

расчетной зоны; l0 — исходная длина рабочей зо-

ны.

Диаграмму деформирования в истинных коор-

динатах для равномерной деформации строят по 

соотношениям (3), (4); истинную деформацию при 

разрыве и истинное напряжение при разрыве на-

носят на диаграмму деформирования и рассчиты-

вают по следующим соотношениям [11; 12]:

sр = σр / (1 – ψ), (5)

где sр — истинные напряжения при разрыве; σр — 

условные напряжения при разрыве; ψ — относи-

тельное сужение после разрыва;

ϕр = ln(1 – ψ)–1, (6)

где ϕр — истинные деформации при разрыве.

Расчетный способ построения диаграмм де-

формирования в истинных координатах (рис. 2) не 

требует специального оборудования и характери-

зуется простотой, однако диаграмма может не от-

ражать действительных закономерностей дефор-

мирования на участке локализации пластической 

деформации. Способ рекомендуют использовать 

для хрупких материалов.

Определение 
диаграмм деформирования 
в истинных координатах 
с помощью полей деформаций

Контроль полей деформаций и перемещений 

позволяет проводить расчет истинных напряже-

ний и деформаций для всех участков деформиро-

вания. Существует несколько способов опреде-

ления полей перемещений и деформаций [14; 15]. 

В связи с достаточной точностью [16] и просто-

той использования был выбран метод корреляции 

цифровых изображений (КЦИ).

Метод КЦИ основан на видеосъемке образца в 

процессе испытания и попеременном сравнении 

кадров до и после деформирования для опреде-

ления смещений равномерно разделенных между 

собой участков поля (подобластей). Предвари-

тельно на образец наносят хаотичную пятнистую 

структуру (спекл-структуру) таким образом, что-

бы каждая подобласть была отлична от остальных. 

Рис. 2. Схематичная диаграмма деформирования 

в истинных координатах, полученная расчетным 

способом

Fig. 2. Schematic strain curve in true coordinates obtained 

by calculations
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По смещениям подобластей рассчитывают поля 

перемещений и деформаций. Использование двух 

камер в системе позволяет определять положение 

точек и рассчитывать их перемещение в 3 коорди-

натах.

Системы КЦИ позволяют формировать поле 

из локальных деформаций по всей исследуемой 

поверхности образца, в том числе в зоне шейки, в 

то время как экстензометры проводят измерения 

между двумя заранее определенными точками. Та-

ким образом, деформация, полученная с помощью 

экстензометров на участке образования шейки, 

является среднеарифметической между локализо-

ванной и равномерной пластической деформацией 

по базе измерения, и выделить из общей деформа-

ции равномерную или локализованную не пред-

ставляется возможным.

Подставив среднеарифметическое значение 

продольной деформации (εyy
max) по поперечному 

срезу шейки образца (рис. 3) в соотношения (3) и 

(4) вместо относительной деформации (ε), полу-

чим уравнения для определения истинных напря-

жений и деформаций по продольной компоненте 

тензора деформаций для любого этапа деформи-

рования [17]:

s = σ(1 + εyy
max), (7)

ϕ = ln(1 + εyy
max). (8)

Способ позволяет проводить исследование 

на всех стадиях деформирования, однако соот-

ношения (7) и (8) выведены из условия постоян-

ства объема для изотропных материалов — со-

ответственно, возможность применения этих 

соотношений для ортотропных и анизотропных 

материалов требует более детального исследова-

ния.

Контроль положения подобластей при расче-

те полей перемещений и деформаций позволяет 

проводить измерение диаметра образца в любой 

момент испытания по всей длине исследуемой 

области. С помощью метода наименьших ква-

дратов была вписана окружность в координаты 

точек поперечного среза в плоскости наиболь-

шего сужения образца. По соотношению (9) 

определяли диаметр образца в процессе дефор-

мирования:

di = 2[(x – a)2 + (y – b)2]1/2, (9)

где x, y — координаты точек окружности по со-

ответствующим осям; a, b — координаты центра 

окружности по осям X, Y соответственно.

Проведение испытаний

Определение диаграмм деформирования в ис-

тинных координатах проводили на образце кру-

глого сечения из алюминиевого сплава системы 

Al—Cu—Mg—Zn. Диаметр образца составлял 

5,92 мм, длина рабочей части — 30 мм. Испытание 

проводили на электромеханической испытатель-

ной машине с номинальным усилием 100 кН при 

постоянной скорости движения активного захва-

та, которая составляла 2 мм/мин. Продольную 

деформацию (ε) фиксировали бесконтактным эк-

стензометром на протяжении всего испытания. 

Поля деформаций определяли с помощью систе-

мы КЦИ, состоящей из двух камер с разрешением 

3 Мпикс, которые обеспечили плотность пиксе-

лей 31 пикс/мм, шаг подобласти составлял 8 пикс, 

размер подобласти — 25×25 пикс, частота съем-

ки — 5 Гц. Физико-механические характеристи-

ки образца, определенные по условной диаграм-

ме деформирования (рис. 4), приведены в табл. 1, 

относительное удлинение (δ5) и относительное 

сужение (ψ) были установлены в соответствии с 

ГОСТ 1497-84.

На рис. 5 цифрами 1 и 2 обозначены координа-

ты точек среза в исходном состоянии и в ситуации, 

предшествующей разрушению образца, соответ-

ственно. Диаметр вписанной окружности для об-

Рис. 3. Поле продольной компоненты 

тензора деформации εyy

Fig. 3. Field of longitudinal component of strain tensor εyy
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разца до деформирования (линия 1 на рис. 5) соот-

ветствовал 5,92 мм, а для состояния образца перед 

разрушением (2 на рис. 5) — 5,24 мм. 

Предполагалось, что фактический диаметр об-

разца после разрыва будет больше диаметра, изме-

ренного по вписанной окружности, на величину, 

равную упругой составляющей от εxx, и должен 

составлять 5,25 мм, так как образец в момент из-

мерения диаметра еще находился в напряженном 

состоянии. Однако фактический диаметр образ-

ца после разрыва был меньше измеренного по 

вписанной окружности и составлял 5,23 мм. Это 

объясняется тем, что испытание проводили при 

постоянной скорости движения активного захвата 

и постоянной частоте съемки, и в результате ло-

кализации деформации происходило увеличение 

скорости деформирования с 0,0002 с–1 на упругом 

участке до 0,018 с–1 в моменте, предшествовавшем 

разрушению. Так, на рис. 6 представлены диаграм-

ма зависимости истинной деформации от времени 

испытания (кривая 1) и ее производная от време-

ни — скорость деформирования (кр. 2) для участ-

ков упругопластического деформирования (А), 

упрочнения (Б) и локализации пластического те-

чения (В). Соответственно, съемка при частоте 

5 Гц позволяла разрешать истинную деформацию 

с точностью 0,0036 м/м за кадр в момент, предше-

ствовавший разрушению.

По полученным значениям диаметра рассчи-

тывали истинные напряжения:

S = P/F = 4P/(πdi
2), (10)

где P — нагрузка в процессе деформирования, di — 

диаметр образца в процессе деформирования.

Стоит отметить, что в результате сложного и 

неоднородного напряженно-деформированного 

состояния, возникающего в области локализации 

деформации [12; 13], деформация образца может 

быть неравномерной, поэтому профиль попереч-

ного сечения будет отличен от окружности. Для 

учета эксцентриситета при расчете площади по-

перечного сечения в процессе деформирования 

рекомендуют проводить исследования полей пере-

мещений и деформаций с двух противоположных 

Таблица 1. Физико-механические характеристики исследуемого образца

Table 1. Physicomechanical properties

Коэффициент 

Пуассона

μ

Модуль 

упругости 

E, ГПа

Условный 

предел 

текучести 

σ0,2, МПа

Временное 

сопротивление 

σв, МПа

Напряжение 

при разрыве 

σр, МПа

Относительное 

удлинение 

δ5, %

Относительное 

сужение 

ψ, %

0,32 72 600 640 593 10,0 20,0

Рис. 4. Диаграмма деформирования 

в условных координатах

Fig. 4. Strain curve in conditional coordinates Рис. 5. Измерение диаметра образца 

по вписанной окружности

Fig. 5. Diameter measurement by inscribed circle
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сторон 4 камерами, откалиброванными в единую 

систему [18]. 

По результатам испытаний были построены 

кривые деформирования в истинных координа-

тах (рис. 7). Показаны диаграмма 1, построенная 

расчетным способом, участок кривой (штриховая 

линия), линейно-интерполированный до точки, 

полученной по соотношениям (5), (6), а также диаг-

рамма 2, построенная с помощью продольной де-

формации Лагранжа — εyy, и диаграмма 3, рассчи-

танная по фактическому изменению диаметра в 

процессе деформирования.

Упругие участки нагружения на кривых дефор-

мирования в истинных координатах для всех спо-

собов расчета совпадают. Различия наблюдаются 

на участке упрочнения. 

Наиболее распространенным и простым спо-

собом аппроксимации пластического поведения 

материала является уравнение Холломона [19—21], 

коэффициенты которого могут быть использова-

ны также для описания деформационного упроч-

нения материала при моделировании методом ко-

нечных элементов: 

S = Kpn, (11)

где K — коэффициент прочности, определяемый 

на основе метода наименьших квадратов, МПа; 

n — коэффициент деформационного упрочнения, 

рассчитываемый с помощью метода наименьших 

квадратов; p — истинная пластическая деформа-

ция; S — истинное напряжение, МПа.

На рис. 8 представлены участки упрочнения в 

координатах «истинное напряжение — истинная 

пластическая деформация» для диаграмм дефор-

мирования в истинных координатах, полученные 

расчетным способом (рис. 8, а), по полю продоль-

ных деформаций в области локализации деформа-

ции (рис. 8, б), а также по расчету диаметра образца 

с помощью вписанной окружности в координа-

ты точек наибольших продольных деформаций 

(рис. 8, в). Пунктирной линией на рис. 8 показа-

на их степенная модель аппроксимации, полу-

ченная методом наименьших квадратов по дан-

ным логарифмически-линеаризованной кривой 

упрочнения. Результаты расчетов приведены в 

табл. 2.

Рис. 6. Диаграмма зависимости 

относительной деформации от времени испытания

Fig. 6. Relative strain as a function of test duration

Рис. 7. Диаграммы деформирования 

в истинных координатах

Fig. 7. Strain curves in in true coordinates

Таблица 2. Результаты расчетов диаграмм деформирования в истинных координатах

Table 2. Calculations of strain curves in true coordinates

Метод определения K, МПа n
Истинное разрушающее 

напряжение (Sр), МПа

Истинная деформация 

при разрыве (ϕр), %

Расчетный 792 0,0518 771 25,1

По продольной компоненте 

тензора деформаций
834 0,0685 761 24,9

По изменению диаметра образца 831 0,0687 762 24,9
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Для участка упрочнения, полученного расчет-

ным методом, модель аппроксимации определена 

только до предела прочности, что говорит о невоз-

можности ее применения для деформаций, превы-

шающих деформации, соответствующие пределу 

прочности. В то же время методы, основанные на 

использовании систем КЦИ, позволяют опреде-

лять зависимость истинных напряжений от ис-

тинных деформаций вплоть до разрушения об-

разца. Однако для более равномерного контроля 

деформации в шейке образца оптической систе-

мой управление испытательной машиной необхо-

димо осуществлять по истинным деформациям 

или повышать частоту съемки на системе КЦИ 

пропорционально увеличению скорости деформи-

рования образца. В противном случае полученные 

с помощью оптических систем КЦИ кривые де-

формирования необходимо дополнять истинным 

разрушающим напряжением и истинной разруша-

ющей деформацией, определенными расчетным 

способом по разрушенному образцу.

Заключение

Диаграммы деформирования в истинных ко-

ординатах предоставляют данные о деформаци-

онном упрочнении материала, которые могут быть 

использованы при моделировании и проектирова-

нии деталей и конструкций [9; 22]. 

Способы исследования пластического течения 

материала непосредственным измерением полей 

перемещений и деформаций позволяют устанав-

ливать действительные закономерности между 

истинными напряжениями и деформациями на 

участке неравномерного пластического деформи-

рования, чего достичь аналитическим пересчетом 

условной диаграммы невозможно. Также следует 

учитывать, что после образования шейки про-

исходит увеличение скорости деформирования, 

приводящее к дополнительным ошибкам расчета 

истинных напряжений и деформаций, которые в 

момент разрушения образца достигают 1,3 % отно-

сительно значений, полученных фактическим из-

мерением образца после разрушения. Однако рас-

четный метод определения диаграмм в истинных 

координатах прост в использовании и не требует 

дополнительного оборудования и программного 

обеспечения. Определенными с его помощью ис-

тинным разрушающим напряжением и истинной 

деформацией при разрыве можно дополнить ре-

зультаты фактического измерения. 

Выбор способа расчета диаграмм деформиро-

вания в истинных координатах обуславливается 

требованием к полноте результатов, а также типом 

материала. Стоит отметить, что оба метода, осно-

ванные на применении систем КЦИ, предостав-

ляют одинаковый объем данных, а разница между 

полученными результатами в настоящей работе 

несущественна (разница между истинными разру-

шающими напряжениями — менее 0,2 %). Однако 

использование продольной компоненты тензора 

деформаций при исследовании анизотропных ма-

териалов может привести к ошибкам расчета. Та-

Рис. 8. Участки упрочнения диаграмм деформирования 

в истинных координатах, полученные расчетным 

методом (а), по полю продольных деформаций в шейке 

образца (б) и по изменению диаметра образца (в)

Fig. 8. Hardening segments of strain curves 

in true coordinates obtained by calculations (a), 

by field of longitudinal strain in sample neck (б) 

and by change in diameter (в)
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ким образом, предпочтительным является способ, 

основанный на измерении фактического диаметра 

образца в процессе деформирования с помощью 

систем КЦИ с двух сторон.
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