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Существенное влияние на теплообмен и кинетику химических превращений при проведении огневого рафинирования 
меди в печи-ковше оказывают формирование и движение газовых пузырей в расплаве. В представленной математичес-
кой модели рассмотрено изменение скорости пузыря, а также объема и поверхности движущегося газового пузыря по 
высоте расплава. 
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Formation and movement of gas bubbles in the melt affect the heat interchange and the kinetics of chemical transformations 
in the course of copper fire refining in a ladle-furnace. The present mathematical model considers changing the bubble speed 
and volume and surface of moving gas bubble through the melt height. 
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В работе [1] показано, что за счет неравномер-

ности распределения температуры расплава и гид-

ростатического давления по ванне печи-ковша объ-

ем всплывающего пузыря возрастает в 2,64 раза. 

Изменение объема и поверхности газового пузыря 

предопределили задачу по разработке математичес-

кой модели динамики формирования пузыря и его 

движения в расплаве. Данные факторы оказывают 

заметное влияние на теплообмен и кинетику хими-

ческих превращений на межфазной границе и в объ-

еме жидкости. Поэтому их оценка, в частности как 

функции высоты слоя металла, имеет прикладное 

значение для определения степени использования 

газообразного реагента в пузыре по мере его подъ-

ема и, соответственно, поиска рационального уров-

ня жидкой ванны в печи.

Движение одиночных пузырей. В простейшем слу-

чае скорость перемещения можно установить, если 

предположить его стационарность. Эта возмож-

ность определяется двумя числами подобия: чис-

лом Вебера, которое задает предельные возможнос-

ти сохранения пузырем сферической формы: We =

= σ/[g(ρж – ρг)Dп
2], и числом Рейнольдса: Re = ρгWDп/

/μж. В случае, когда это условие соблюдается, долж-

но быть равновесие силы сопротивления движению 

пузыря и подъемной силы, т.е. должно выполняться 

равенство

  (1)

Здесь ς — коэффициент сопротивления давлению; 

F — площадь миделевого сечения пузырька, м2; Dп и 

Vп — диаметр, м, и объем пузыря, м3; W — скорость 

его движения, м/с; ρж — плотность жидкости, кг/м3; 

ρг — плотность газа в пузыре, кг/м3; σ — поверхно-

стное натяжение, Н/м2; μж — динамическая вяз-

кость жидкости, МПа·с.

Отсюда

  (2)

При допущении сохранения пузырьком сфери-

ческой формы скорость его всплытия будет равна 

  (3)

Поскольку ρж >> ρг, выражение (3) можно упрос-

тить до соотношения

  (4)

Таким образом, скорость движения пузырька в 

этом случае определяется, главным образом, двумя 

факторами: размером пузырька (Dп) и коэффициен-

том сопротивления давлению (ς), который, в свою 

очередь, зависит от поперечного сечения пузырька. 

Чем меньше объем пузырька, тем ближе его форма к 

сферической. Вследствие подвижности поверхности 

раздела фаз газовый пузырек всплывает с большей 

скоростью, чем твердая частица или капля того же 

размера при прочих равных условиях. Это обуслов-

лено тем, что жидкость «прилипает» к поверхности 

твердого тела и, следовательно, неподвижна относи-

тельно него. На границе же раздела жидкости и газа 

происходит относительное движение фаз. Поэтому 

при всплывании пузырька вблизи его поверхнос-

ти наблюдаются меньшие градиенты скорости, чем 

при движении твердой частицы при аналогичных 

условиях. Иными словами, вязкое трение оказыва-

ет на твердую частицу большее воздействие, чем на 

пузырек газа. А. Рыбчинский и М. Адамар теорети-

ческим путем получили формулу для определения 

скорости всплывания сферической частицы любого 

состава при Re < 2 [3]:

  (5)

Для условий расплава меди μг << μж, поэтому

  (6)

Найдем приближенное значение скорости 

всплывания пузыря. Для этого учтем, что динами-

ческая вязкость расплава меди зависит от темпера-

туры согласно выражению, полученному автором 

работы [4]:

  (7)

Тогда при средней температуре расплава 1473 К

[1] соответственно получим μж = 3,112 МПа·с и 

ρж = 8215 кг/м3. Средний диаметр пузыря примем 

равным (10 + 17,15)/2 = 13,57 мм [1]. Тогда

W = 9,81(8215 – 1,27)·(0,014)2/(12·3,11·106) =

= 0,39·10–6 м/с.

Следовательно,

Re = ρгWDп/μг = 1,27·0,39·10–6·0,014/(52,3· 10–6) =

= 0,131·10–3,

We = σ/[g(ρж – ρг)Dп
2] =

= 1,35·9,81/[9,81·(8215 – 1,27)·(0,014)2] = 0,892.

Таким образом, в случае стационарного процесса 

образования и всплывания пузырька размер послед-
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него не может увеличиться свыше 17,15 мм, что про-

тиворечит практическим наблюдениям. Очевидно, 

в ковше к пузырьку интенсивно подсасывается газ, 

насыщающий расплав, и стационарного всплыва-

ния не происходит. С другой стороны, полученные 

значения чисел подобия свидетельствуют о том, что 

пузырек сохраняет сферическую форму. 

С увеличением размера пузырьков влияние сил 

поверхностного натяжения по сравнению с динами-

ческим воздействием расплава уменьшается и фор-

ма отклоняется от сферической, приобретая вид, 

приближающийся к гидродинамически неустойчи-

вому сплюснутому сфероиду. Скорость движения 

таких пузырьков можно рассчитать исходя из закона 

сохранения энергии. Работа уменьшения толщины 

сплюснутого сфероида на величину dh равна изме-

нению энергии, обусловленной поверхностным на-

тяжением. Это изменение энергии равно поверхнос-

тному натяжению (σ), умноженному на приращение 

поверхности (dF). Таким образом,

ςW 2/2(ρжFdh) = –σdF.  (8)

Знак минус в уравнении (8) обусловлен тем, что 

рост поперечного сечения F сопровождается умень-

шением высоты пузырька. Объем пузырька при 

его деформации не изменяется, т.е. Vп = Fh = const. 

Поэтому

dVп = Fdh + hdF = 0.  (9)

Заменяя в выражении (8) Fdh на –hdF, получаем

h = Vп/F = 2σ/(ςρжW 2).  (10)

Подставляя полученное значение Vп/F в (2), 

имеем

  (11)

Эта формула была выведена автором работы [5]. 

Зависимость коэффициента сопротивления пу-

зырька, обтекаемого жидкостью, от Re можно найти 

в различных источниках. В частности, для Re > 50 

хорошие результаты дает формула Д. Мура [6]:

  (12)

При Re > 100 величина ς изменяется сравнитель-

но мало. Поскольку значение числа Рейнольдса воз-

растает с увеличением Dп, то скорость всплывания 

больших пузырей должна слабо зависеть от размера. 

Это подтверждается расчетом Vп воздушных пузы-

рей в воде в зависимости от Dп. При среднем размере 

пузыря D
—

п = 13,57 мм скорость его подъема состав-

ляет почти 2 м/с, т.е пузырь «проскакивает» ковш 

менее чем за 0,75 с.

Известно [7], что если объем пузыря превышает 

2 см3, то он приобретает форму практически пра-

вильного сферического сегмента и в жидкости лю-

бой вязкости всплывает со скоростью 

  (13)

Принимая D
—

п = 0,01357 м, по формуле (13) полу-

чим W = 0,26÷0,27 м/с, что существенно отличается 

от ранее полученных данных.

Значительное расхождение результатов свиде-

тельствует о низкой вероятности существования 

установившегося режима всплывания пузыря, что 

предполагает анализ закономерностей его нестаци-

онарного движения в расплаве.

Закономерности нестационарного движения пузы-
ря. Нестационарный характер движения газового 

пузыря обусловлен действующими на него внешни-

ми силами и изменением геометрических размеров. 

При математическом описании движения пузыря 

через слой расплава в печи-ковше с продувкой «сни-

зу» были приняты следующие допущения:

— инерционные силы, действующие на пузырь 

со стороны газового потока при продувке через от-

верстие в днище печи-ковша, пренебрежимо малы;

— геометрическая форма пузыря в процессе его 

движения через слой расплава — сферическая и со-

храняется до момента касания его с поверхностью 

расплава;

— вследствие существенной вязкости расплава 

мгновенным гидродинамическим сопротивлением, 

которое имеет место в случае движения пузыря с 

большим ускорением, можно пренебречь;

— на данном этапе исследования полагаем, что 

расплав неподвижен;

— инерционная составляющая силы сопротив-

ления, обусловленная присоединенной массой пу-

зыря, практически отсутствует. 

Пузырь движется в объеме расплава и при своем 

движении испытывает сопротивление именно со 

стороны расплава. Поэтому коэффициент сопро-

тивления должен определяться свойствами распла-

ва, а так как его выражают через число Рейнольдса, 

то и оно должно включать (помимо скорости дви-

жения и характерного размера) физические свойс-

тва расплава. При учете собственного движения 

расплава число Рейнольдса должно рассчитываться 

по относительной скорости движения пузыря. По-
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этому уравнение движения одиночного пузыря при 

учете всех факторов и принятых допущений можно 

записать в следующем виде:

mпdW/dτ = Vпg(ρж – ρг) – fFпов ρжW 2/2 –

– (ζπDп
2/4)(ρжW 2/2) ,  (14)

где mп — масса пузыря, кг; Fпов — площадь его поверх-

ности, м2; f — коэффициент вязкостного трения.

После несложных алгебраических преобразова-

ний и принимая ζ = 0,47 [8], а dτ = dh/W, получим 

(ρг/ρж)W(dW/dh) = g(1 – ρг/ρж) –

– (3W 2/Dп) ( f + 0,47/4).  (15)

Обозначив A = ρг/ρж, B = g(1 — ρг/ρж), C = 3( f +

+ 0,47/4)/Dп, имеем дифференциальное уравнение 

движения одиночного пузыря следующего вида:

WdW/dh = B/A – W 2C/A.

Пусть B/A = k(h), C/A = m(h), тогда получаем урав-

нение в форме дифференциального уравнения Бер-

нулли:

WdW/dh + m(h)W 2 = k(h).  (16)

Уравнение (16) решается подстановкой W = uz. 

В результате имеем аналитическое решение уравне-

ния движения пузыря в виде

 (17)

где C — постоянная интегрирования — находится из 

условия h = 0, W = 0.

Для численной оценки скорости движения пузы-

ря в объеме расплава по высоте печи-ковша найдем 

значения коэффициентов А, В, С.

1. A = ρг/ρж .

Для расплава меди [4] в интервале температур 

1373—1873 К имеем

ρж = 8300 – 0,73(Т – 1356) [кг/м3].

Воспользовавшись ранее полученными данными 

по температурному полю печи-ковша [1], получим 

ρж = 9090,59 – 1024,19 еxp(–0,181h),

ρг = mг/Vп = ρг0V0/Vп = ρг0(V0/Vп) .

Если учесть, что ось проекций совпадает с на-

правлением вектора скорости движения пузыря, то 

после подстановки x = 1,5 – h в выражении Vп/V0 [1] 

окончательно получим

  (18)

2. В = 9,81(1 – A).

3. C = 3( f + 0,47/4)/Dп(h) .

Значение коэффициента f можно вычислить по 

формуле А.Д. Альтшуля [7]: 

f = 0,074/Re0,2 .

Если принять Re < 400, что соответствует всем 

возможным режимам движения пузыря, то величи-

на f составит порядка 0,07—0,02. 

Тогда численное значение ( f + 0,47/4) лежит в пре-

делах 0,14—0,19. Примем эту величину равной 0,16. 

Далее имеем:

Dп = (6Vп/3,14)1/3 = (1,91Vп)1/3 =

= (1,91·423·10–9Vп/V0)1/3,  (19) 

где 423·10—9 — начальный объем пузыря, м3.

Используя уравнение [1]

Vп/V0 = 1 – 1,76x – 6,89ln[0,64 + 0,24(1,5 – x)] +

+ [2,69/(1 + 0,38(1,5 – x)) – 1,71],

окончательно получим

k(h) = В/A = g[(ρж – ρг)/ρж]/(ρг/ρж) = g(ρж/ρг – 1),

m(h) = C/A = 3·0,16/(Dпρг/ρж) = 0,48ρж/(Dпρг).

Как видно из предварительного анализа решения 

(17) дифференциального уравнения движения оди-

ночного пузыря, его скорость имеет ярко выраженный 

нелинейный характер по высоте расплава в печи-ков-

ше. Интегралы, входящие в решение (17), формали-

зовать через известные функции не представляется 

возможным, поэтому найдем приближенное решение 

методом псевдопостоянных коэффициентов. Резуль-

таты расчетов представлены на рисунке.

Анализ данных рисунка свидетельствует о том, 

что вид графика в области ввода газа зависит от ша-

га вычислений. В частности, координаты излома 

соответствуют точкам (1,45; 0,44) и (1,45; 0,19). При 

уменьшении шага расчетов при сохранении ординат 

точек излома на прежнем уровне абсциссы сдвига-

ются к значению 1,5. Иными словами, изменение 
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скорости пузыря от 0 до 0,438 м/с происходит прак-

тически мгновенно (в пределах 10–3 м). В основной 

области пространства ковша скорость подъема пу-

зыря увеличивается практически по закону квадра-

тичной параболы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использование разработанной математической 

модели позволило показать характер образования и 

движения газового пузыря по высоте слоя распла-

ва. Установлено, что максимальный рост скорости 

пузыря при его всплытии наблюдается при отрыве 

пузыря от «сопла» (80 % предельной скорости на 

выходе из слоя металла). Максимальная скорость 

его движения при выходе на поверхность распла-

ва равна, по результатам расчетов, 0,507 м/с. Таким 

образом, газовый пузырь от момента начала своего 

движения до разрыва ножки проходит расстояние 

10–3÷2·10–3 м, при этом скорость его движения из-

меняется от нуля до 0,44 м/с. В этом интервале его 

форма близка к эллипсоиду вращения, большая 

ось которого совпадает с направлением его векто-

ра скорости. В дальнейшем форма газового пузыря 

становится близкой к сферической и его скорость, 

изменяясь по закону квадратичной параболы, уве-

личивается примерно до 0,51 м/с. 

Полученные данные по скорости движения пу-

зыря в начальной области ввода газа в расплав под-

тверждаются результатами современных исследова-

ний гидрогазодинамических процессов внедрения 

газа в жидкость. Экспериментальные данные сви-

детельствуют о том, что пузырь соединен с отвер-

стием, через которое поступает газ в расплав, газо-

вой перемычкой — «ножкой». По данным работы 

[9] отрыв пузыря наступает в момент достижения 

критического объема газов путем разрыва «ножки». 

В момент отрыва «ножка» сохраняется и является 

зародышем нового пузыря. Такой механизм образо-

вания газовой фазы также подтверждается результа-

тами исследований, полученных ранее [10] в опытах 

с использованием скоростной киносъемки, что и 

было учтено для адаптации разработанной модели.
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